Chapitre : Limite de fonctions - continuité

1 Limites en un point - aspect pratique

Exercice 1 " Calcul de limites —

Etudier les limites suivantes :
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Exercice 2 " Calculs de limites —

Etudier les limites suivantes :
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Exercice 3 "% Avec la partie entiére —

Etudier les limites a droite en 0 des fonctions suivantes :

fix— {IJ,g:xerJ,h:)m—ncz {IJ
X X X
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Exercice 4 " Prolongement par continuité et limites usuelles ? —

Les fonctions suivantes sont-elles prolongeables par continuité a R tout entier ?

1. f(x) =exp(—1/x*) six #0;

2. g(x) =exp(—1/x)six#0;

3. h(x) =sin(x+1)In|1 +x| six # —1.
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Exercice 5 "« Prolongement par continuité et fonctions trigonométriques —

Dire si les fonctions suivantes sont prolongeables par continuité a R tout entier :
1. f(x) =sin(1/x) six #0;

2. g(x) = sin(x)sin(1/x) six # 0;

3. h(x) = cos(x)cos(1/x) six #O0.
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Exercice 6 "  Indicatrice de Q —

Soit f: R — R la fonction définie par

Montrer que f est discontinue en tout point.
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2 Limites en un point - aspect théorique

Exercice 7 " Bien comprendre la définition —

1. Ecrire, a I’aide de quantificateurs, la proposition suivante : f ne tend pas vers +oo en oo,

2. Soit f: R — R. On suppose que f admet une limite ¢ en +oo, avec £ > 0. Démontrer qu’il existe un réel
A > 0 tel que, pour tout x > A, f(x) > 0.
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Exercice 8 " Une fonction lipschitzienne est continue —

Soit / un intervalle, k > O et f: I — R vérifiant :

V(x,y) € P, [f(x) = ()] < ke —yl.

Démontrer que f est continue sur /.
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Exercice 9 " Valeur absolue —

Démontrer que si une fonction f : R — R est continue en xo, alors |f| est continue en xy. Démontrer que la
réciproque est fausse.
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Exercice 10 " Inf et sup —

Soient f,g : R — R deux fonctions continues. Montrer que inf(f, g) et sup(f,g) sont continues.
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Exercice 11 "« Fonction périodique ayant une limite en oo —

Soit f: R — R périodique et admettant une limite finie / en 4. Montrer que f est constante.
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Exercice 12 " Plus petite période —

Soit f : R — R une fonction continue périodique non constante. On veut prouver que f admet une plus
petite période, c’est-a-dire qu’il existe 7 > 0 tel que

f(x+T) = f(x) pour tout x € R pour tout 0 < 7 < 7T, il existe x € R avec f(x+7) # f(x).

On pose

A={1>0: ¥xeR, f(x+1)=f(x)}.

1. Justifier que A admet une borne inférieure que I’on notera 7.
2. Démontrer que T > 0.
3. Démontrer que 7" est une période pour f.
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3 Prolongements d’identité et équations fonctionnelles

Exercice 13 "% Prolongement d’identités —
Soient f,g : R — R continues.
1. On suppose que, pour tout x € Q, on a f(x) < g(x).

Montrer que f(x) < g(x) pour tout x € R. Montrer que 1’on n’a pas nécessairement une inégalité stricte
dans la question précédente.

2. Montrer que f(x) < g(x) pour tout x € R.
3. Montrer que I’on n’a pas nécessairement une inégalité stricte dans la question précédente.

4. On suppose désormais que, pour tout x,y € Q avec x <y, ona f(x) < f(y). Montrer que f est strictement
croissante.
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Exercice 14 7« Equation fonctionnelle —

Soit f une application de R dans R continue en 0, et vérifiant f(2x) = f(x) pour tout réel x. Montrer que f
est constante. Comment généraliser ce résultat si f vérifie f(ax+b) = f(x) pour des réels a et b donnés avec
a] 17
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Exercice 15 7« Equation fonctionnelle —

Soit f : R — R continue telle que,

V(x,y) €R?, fx+y) = f(x)+ f(y).

1. Déterminer f(0).

2. Démontrer que f est impaire.

3. Démontrer que, pour tout n > 1 et tout x € R, f(nx) = nf(x).
4. Démontrer que, pour tout n € Z et tout x € R, f(nx) = nf(x).
5. Démontrer que pour tout nombre rationnel » = % et pour toutx € R, on a

(on pourra écrire p = g X 5).
6. Conclure qu’il existe a € R tel que, pour tout x € R, f(x) = ax.
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Exercice 16 "« v Une équation fonctionnelle —

On cherche a déterminer toutes les fonctions continues f : R — R vérifiant, pour tout x € R, f(2x) — f(x) =

1. Soit f une telle fonction. Démontrer que, pour tout x € R et pour toutn > 1, 0on a

709~ /) = ¥ 5

2. Répondre au probléme posé.
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4 Théoreme des valeurs intermédiaires - aspect pratique

Exercice 17 "= Combien de solutions ? —

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x> —3x? — 1. Discuter, suivant la valeur de a € R, le nombre de
solutions de 1’équation f(x) = a.
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Exercice 18 "« Racines —

Montrer que I’équation x> 4+x? —4x+ 1 = 0 admet au moins trois solutions distinctes dans R. En utilisant
I’algorithme de dichotomie, donner un encadrement d’amplitude inférieur 2 10~ de chacune de ces racines.
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Exercice 19 " v Une équation —

On considere 1’équation (E,), d’inconnue x > 0,
In(x) = ax.

1. Démontrer que si a < 0, I’équation (E,) admet une unique solution et que cette solution appartient a
10,1].

2. Démontrer que si a €]0,1/e[, I’équation (E,) admet exactement deux solutions.

3. Démontrer que si a = 1/e, ’équation (E,) admet une unique solution dont on précisera la valeur.

4. Démontrer que si a > 1/e, 1’équation (E,) n’admet pas de solution.
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Exercice 20 "= Une infinité de solutions —

Démontrer que I’équation cosx = i admet une infinité de solutions dans R .
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Exercice 21 " Application a I’étude de fonctions —

Soit g la fonction définie sur R par g(x) = 2x> — 3x% — 1.

1. Dresser le tableau de variations de g.

2. Montrer que I’équation g(x) = 0, avec x € R, admet une unique solution &. Donner un encadrement de
o 2 107! pres.

3. Déterminer le signe de g(x) sur R.

4. Soit f la fonction définie sur | — 1; o[ par

1—x
fO =55
Calculer f/(x) puis exprimer le en fonction de g, pour x €] — 1;+oo].

5. En déduire le signe de f’, puis les variations de f sur | — 1;4-oo].
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Exercice 22 " Le cycliste —

Un cycliste parcourt 30 km en une heure. Démontrer qu’il existe un intervalle de temps de 10 minutes tel
que le cycliste a parcouru 5 km. Existe-t-il toujours un intervalle de temps de 40 minutes durant lequel il aura
parcouru 20km ?
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Exercice 23 "w&  Non continue et vérifie pourtant la propriété des valeurs intermédiaires —

On considere la fonction f définie sur [0, 1] par

f(x):{ 0 1 six=0

sin (1)  sinon.

1. Démontrer que la fonction f n’est pas continue en O.

2. On souhaite prouver que f vérifie la propriété des valeurs intermédiaires, ¢’est-a-dire que pour tous réels
a < b, et pour tout y compris entre f(a) et f(b), il existe ¢ €a,b][ tel que y = f(c).

Traiter le cas a > 0. Si a = 0, justifier I’existence de d €]a,b| tel que f(d) = f(0). Conclure.

3. Traiter le cas a > 0.

4. Si a =0, justifier I’existence de d €]a, b tel que f(d) = f(0). Conclure.
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5 Théoreme des valeurs intermédiaires - aspect théorique

Exercice 24 "= Polynome de degré impair —

Démontrer que tout polyndme de degré impair admet au moins une racine.
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Exercice 25 " Carré égala 1 -

Soit f : R — R continue telle que, pour tout x € R, on a f(x)?> = 1. Démontrer que f = 1 ou f = —1.
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Exercice 26 ™= Nombre fini de valeurs —

Que dire d’une fonction f : I — R, ol / est un intervalle, continue, et ne prenant qu’un nombre fini de
valeurs ?
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Exercice 27 "= Barycentre —

Soit f : [a,b] — R une fonction continue, et soient p,q deux réels strictement positifs. Démontrer qu’il
existe ¢ € [a,b] tel que pf(a) +qf(b) = (p+4q)f(c).
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Exercice 28 w7 Point fixe —

Soit f: [0,1] — [0, 1] une fonction continue. Démontrer que f admet toujours au moins un point fixe.
Indication V¥ Correction ¥ [225]




Exercice 29 " iw  Une suite définie implicitement —

Soit a,b € R avec a < b et soit f € € ([a,b[,R) une fonction strictement croissante sur [a,b| et vérifiant
Fla) <0, lim, . f(x) = +oo,

1. Démontrer que, pour tout n € N, I’équation f(x) = n admet une unique solution x, € [a,b|.

2. Etudier la monotonie de la suite (x,,).

3. Etudier la convergence de la suite (x,) et déterminer sa limite éventuelle.
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Exercice 30 "% Fonctions qui commutent —

Soit f,g:[0,1] — [0, 1] deux fonctions continues telles que go f = f o g. On veut démontrer qu’il existe un
réel c tel que f(c) = g(c). On rappelle que f admet un point fixe s € [0, 1]. On définit par récurrence une suite
(un) par up = s et up1 = g(uy).

1. Démontrer que, pour tout n > 0, u, est un point fixe de f.

2. On suppose que la suite (u,) est monotone. Démontrer le résultat.

3. On suppose que la suite (,) n’est pas monotone.

Démontrer qu’il existe u,v € [0, 1] tels que (f —g)(u) - (f — g)(v) < 0. Conclure.

4. Démontrer qu’il existe u,v € [0,1] tels que (f —g)(u)- (f —g)(v) <O0.

5. Conclure.
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Exercice 31 "% Une drole de propriété! —

Soit f une fonction continue sur un segment [a,b]. On suppose que f vérifie la propriété suivante : pour
tous les points ¢ < d de Iintervalle, il existe e compris entre ¢ et d tel que f(e) = f(a) ou f(e) = f(b). Montrer
que f est constante.
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Exercice 32 " Point fixe —

Soit f: Ry — R continue. On suppose que x —» @
f admet un point fixe.

Indication ¥V Correction V [226]
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Exercice 33 "W Mémes limites donc non injective ! —

Soit f : R — R une fonction continue telle que lim_., f = lim.. f. Démontrer que f n’est pas injective.
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Exercice 34 " Valeurs intermédiaires ? —
Soit f une fonction continue sur [0, 1], a valeurs dans R, et telle que £(0) = f(1).
1. Montrer que pour tout entier n > 2, il existe ¢, € [0,1 — 1] tel que

flea) = f <cn+;) |

2. Montrer que si I’on remplace 1/n par unréel @ €]0, 1| tel que 1 /o n’est pas un entier, le résultat précédent
n’est plus vrai. On pourra considérer la fonction f définie sur [0, 1] par

167 =eos (22 oo (22) 1),
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Exercice 35 " Tout intervalle dans I’image est I’image d’un intervalle! -

Soit f : R — R une fonction continue, et soit & < f8 des réels avec o, € f(R). Démontrer qu’il existe
a < btel que f([a,b]) = [a,B].
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6 Théoreme des bornes atteintes

Exercice 36 '« —

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (x* +3x2)e .

1. Déterminer la limite de f en +oo, en —oo.

2. Démontrer qu’il existe un réel A > 0 tel que, pour tout x > A, ona |f(x)| <1

3. Démontrer qu’il existe un réel B < 0 tel que, pour tout x < B, on a |f(x)| < 1.

4. Démontrer que la fonction f est bornée sur R.
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Exercice 37 "ia  Inégalités strictes —

Soit f,g : [a,b] — R continues telles que f(x) > g(x) pour tout x € [a,b].

1. Montrer qu’il existe & > 0 tel que f(x) > g(x) + & pour tout x € [a,b].

2. On suppose de plus que g(x) > 0 pour tout x € [a,b]. Montrer qu’il existe k > 1 tel que f(x) > kg(x) pour
tout x € [a, b].

3. Les résultats restent-ils vrais si on remplace le segment [a, b] par R ?
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Exercice 38 " ww  Avec une limite en ’infini —

Soit f : [0, 4oo[— R continue admettant une limite (finie) en +oo. Montrer que f est bornée sur [0, +oo].
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Exercice 39 " Minimum —

Soit f : R — R une fonction continue telle que lim_., f = lim . f = +o0. Démontrer que f admet un
minimum sur R.
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Exercice 40 " Infinité d’antécédents —

Soit f : Ry — R une fonction continue surjective.

1. Démontrer que 0 admet un nombre infini d’antécédents.

2. Plus généralement, démontrer que tout réel admet un nombre infini d’antécédents.
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Exercice 41 " www  Le maximum d’une fonction est continue —

Soit f: Ry — R une fonction continue. On peut donc définir, pour tout x > 0, F(x) = m[ax] f(t). Démontrer
te[0,x

que la fonction F est continue.
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7 Fonctions continues injectives - fonctions réciproques

Exercice 42 "= Fonction réciproque et parité —

Démontrer que la fonction réciproque d’une fonction impaire bijective f : R — R est impaire. Que dire
pour une fonction paire ?
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Exercice 43 " w W Symétrie par rapport a la premiere bissectrice —

Soit f: R — R dont la courbe représentative C est symétrique par rapport a la premiere bissectrice du
repere.

1. Démontrer que pour tout x € R, ona f(f(x)) = x.

2. Démontrer que si C n’est pas la premicre bissectrice du repere, alors f n’est pas croissante.

3. En déduire, si on suppose de plus que f est continue, qu’elle est strictement décroissante.

4. Donner un exemple de fonction non décroissante dont la courbe représentative C est symétrique par
rapport a la premiere bissectrice (sans étre celle-ci).
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Indication pour ’exercice 1 A

Utiliser les techniques usuelles : mise en facteur du terme dominant, utilisation des limites classiques et des
comparaisons entre logarithmes et exponentielles...

Indication pour I’exercice 2 A

Indication pour I’exercice 3 A

C’est facile si on encadre | 1/x] par la définition de la partie entiere.

Indication pour I’exercice 4 A

Indication pour I’exercice 5 A

Pour f et h, considérer deux suites (u,) et (v,) tendant vers O et telles que f(u,) et f(v,) n’ont pas la méme
limite.

Indication pour I’exercice 6 A
Q et R\Q sont denses dans R.

Indication pour ’exercice 7 A

1.
2. Appliquer la définition avec € = ¢/2.

Indication pour ’exercice 8 A

Revenir a la définition. Si on a fixé xo et € > 0, le réel 1 = €/k pourrait étre d’un grand secours...

Indication pour I’exercice 9 A

Appliquer la définition de la continuité.

Indication pour I’exercice 10 A

Fixer un xy € R et partager 1’étude en 3 cas, suivant la position de f(xo) par rapport & g(xo).

Indication pour I’exercice 11 A

Fixer xo € R et considérer f(xo+nT), ou T est une période de f.

Indication pour I’exercice 12 A

1.
2. Raisonner par I’absurde et utiliser que f n’est pas constante et est continue.
3.

Indication pour I’exercice 13 A

1. Q est dense dans R. Prendre g = 0 et f > 0, sauf en un point irrationnel.
2. Q est dense dans R.

3. Prendre g =0 et f > 0, sauf en un point irrationnel.

4. Intercaler des rationnels entre deux nombres quelconques.




Indication pour ’exercice 14 A
Démontrer que f(x) = f(x/2").

Indication pour I’exercice 15 A

Indication pour I’exercice 16 A

1. Procéder par récurrence.
2. Raisonner par analyse syntheése. On pourra faire tendre n vers +oo dans 1’égalité précédente en utilisant
la somme d’une suite géométrique.

Indication pour ’exercice 17 A

Commencer par étudier la fonction, et ensuite s’aider du tableau de variations pour faire la discussion.

Indication pour I’exercice 18 A

Calculer £(0), f(1) avec f(x) = x> + x> — 4x+ 1, puis appliquer le théoreme des valeurs intermédiaires.

Indication pour I’exercice 19 A

I1 faut étudier la fonction f(x) = In(x) — ax....

Indication pour I’exercice 20 A

Considérer f(x) = cosx — % et appliquer le théoréeme des valeurs intermédiaires dans des intervalles bien
choisis. Il faudra bien sir utiliser la 27-périodicité de cosx.

Indication pour I’exercice 21 A

1. Dériver g.

2. S’appuyer sur le tableau de variations et sur le théoreme des valeurs intermédiaires.
3.

4.

5

Indication pour I’exercice 22 A

Soit f la fonction qui représente la distance parcourue par le cycliste en fonction du temps. Quelle propriété
veut-on prouver sur f?

Indication pour I’exercice 23 A

Pour démontrer qu’elle n’est pas continue, utiliser des suites. Pour la question 2, se ramener a utiliser le
théoreme des valeurs intermédiaires sur un intervalle ou la fonction est continue.

Indication pour I’exercice 24 A

Théoréme des valeurs intermédiaires !

Indication pour I’exercice 25 A

Ce n’est pas completement évident, il faut utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires en procédant par
I’absurde.

Indication pour I’exercice 26 A




Montrer qu’elle est constante en utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires.

Indication pour I’exercice 27 A

Se ramener au théoréme des valeurs intermédiaires.

Indication pour I’exercice 28 A

Appliquer le théoreme des valeurs intermédiaires a g(x) = f(x) — x.

Indication pour ’exercice 29 A

1. Théoreme des valeurs intermédiaires.

2. Comparer f(x,) et f(xp41)-
3. Démontrer que (x;) converge. Que se passe-t-il si sa limite est différente de b ?

Indication pour I’exercice 30 A

1. Procéder par récurrence.
2. La suite (u,) est convergente.
3. Si une suite n’est pas monotone, il existe n # m tels que (u, — tpt1) (U — Ums1) < 0.

4. Si une suite n’est pas monotone, il existe n # m tels que (u, — ty11) (U — 1) < 0.
5.

Indication pour I’exercice 31 A

Remarquer que f ne peut prendre que deux valeurs.

Indication pour I’exercice 32 A

Appliquer le théoreme des valeurs intermédiaires a x — %x)

Indication pour I’exercice 33 A

Procéder par I’absurde en supposant que f est injective. Considérer ¢ < d tel que f(c) < f(d). Démontrer
que pour tout x > d, f(x) > f(d).

Indication pour ’exercice 34 A

1. On pourra considérer la fonction f, définie sur [0,1 — 1/n] par

o) =1 () =10

et écrire f(1) — £(0) en fonction de f,,.
2.

Indication pour I’exercice 35 A

Indication pour I’exercice 36 A

1. Faire le changement de variables u = x°.

2. Appliquer la définition de la limite.
3. Appliquer la définition de la limite.
4. Utiliser que f est continue sur le segment [B,A].




Indication pour ’exercice 37 A

Tout dépend du théoreme suivant : une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.
On appliquera le théoreme a

L f—g;

2. f/g.

Indication pour I’exercice 38 A

Découper [0, +oo[ en deux : une partie [A,+oo[ ol f est bornée car f admet une limite en +-eo, et [0,A] ol f
est bornée (pourquoi ?)

Indication pour ’exercice 39 A

Les ingrédients sont la définition des limites en 4oo et le fait qu'une fonction continue sur un segment y
admet un minimum.

Indication pour I’exercice 40 A

1. Raisonner par 1’absurde. Considérer le plus grand des antécédents, notons le A, et étudier f([0,A]) et

f{A; o))

2. Se ramener au cas précédent.

Indication pour I’exercice 41 A

Démontrer la continuité en x( en séparant le cas ol F(xo) = f(xp) du cas ot F(xg) > f(xo). Dans ce dernier
cas, on pourra montrer que F est constante au voisinage de xp.

Indication pour I’exercice 42 A

Utiliser les définitions.

Indication pour I’exercice 43 A

1. Quel est le symétrique de (x, f(x)) ? Il appartient a C donc...
2. Raisonner par I’absurde.

3. Utiliser le fait que f est injective.

4,




Correction de I’exercice 1 A
1. On écrit, pour x # 1,

1 2 1 ] 20\ x—1 -1
l-x 1-x2 1-x I+x) (1—-x)(1+x) 1+x
On a levé I’indéterminée, et la limite recherchée vaut donc —1/2.

2. L’astuce est de remarquer que x — 1 = (1/x — 1)(y/x+ 1) pour pouvoir simplifier numérateur et dénomi-
nateur. On trouve donc
vx—1_ 1

x—1  x+1

et la limite recherchée vaut donc 1/2.
3. On met en facteur le terme dominant au numérateur (x°) et au dénominateur (5x°). Apres simplification,
on trouve :

B 4+x+5 1>< 1+5+3
3 2 = 7 8

est la limite recherchée est 1/5.
4. On utilise la quantité conjuguée :

x% 4 2x — x? 2x 2
VX24+2x—x= = = .
VX2+2x+x  x\/1+2/x+x  /1+2/x+1

La limite recherchée est égale a 2/2=1.
5. On utilise le changement de variables u = x2. Il vient

. 2 . _
lim X = lim /27"

X——+o0 U—r—+too
Par comparaison de la fonction exponentielle et des fonctions puissance, cette limite vaut 0.

6. On met en facteur le terme dominant :

x+cosx_x(l+m) 14

X

X+ sinx x(1+8iﬂ)_1+si¥’

X

Mais on a )
1  sinx 1
X X x
et donc lim,_, .. ¥2% = 0. De méme, lim,_, .. <% = 0. On en déduit que

X
X+ cosx |

Iim —— =
x—4o0 X+ SINX

7. On met de méme en facteur le terme dominant au numérateur et au dénominateur :

xlnx

xlnx—|—7_xlnx(l—|— 7 )_lnxx 1+ L

_ xlnx/ __ .
X244 2(1+4) x O 1+3
Or, on sait que lim,_, 1“7" = 0. On en déduit que
Inx+7
xinx+7 —0.

1m
x—to X244

8. On va majorer et conclure par le théoréme des gendarmes : pour x > 0,

4sin® x+3cos(5x) < 4sin®x + 3| cos(5x)|

7
<-.
X X X

Par majoration, la limite recherchée est 0.



Correction de I’exercice 2 A
1. On factorise par le terme dominant au numérateur et au dénominateur, et on trouve

247 e 142xe 4T » 14 2xe 3"+ Te™

— X =e
eX e ex 1+ e—2x 1+ e—2x

3* — 0 et donc la fonction tend vers

Par comparaison des fonctions puissance et exponentielle, on a lim..xe™
+oo en +oo.
2. On va multiplier par la quantité conjuguée au numérateur et au dénominateur. On trouve

Vidx—(1+3) T4x—(14%)° -1

2 X (VTrr+ (1+3) 4T+ (1+3)

On en déduit que la limite recherchée vaut —%.
3. On met en facteur le terme dominant et on trouve, pour x > 0 (attention au calcul au numérateur !)

Jer i \/”\/i*ﬁs
NEa N

1+

On a levé la forme indéterminée, et la limite recherchée vaut donc 1.
4. On a une forme indéterminée du type 0/0. On la leve en multipliant par la quantité conjuguée :

V2x2+5x4+9-3 22 +5x+9-9 2x+5

x _x(s/72x2+5x+9+3) V22554943

La limite recherchée est donc 5/6.
5. On utilise (bien siir!) la quantité conjuguée, qui donne

Y-S V. S
VR e

En mettant en facteur y/x au numérateur et au dénominateur, on obtient

x+ﬁ_\/§:;

\1+4/3+1

La forme n’est plus indéterminée, et la limite recherchée est 1/2.

Correction de I’exercice 3 A
Par définition de la partie entiere, on sait que

1 1 1
1<y <5

X X X

L’inégalité de gauche suffit, par comparaison, a dire que limg+ f = +oo. Si on multiplie maintenant les inégalités
par x > 0, on trouve
l—x S g(X) S 17

ce qui prouve, toujours par le théoreme d’encadrement, que limy+ g = 1. Enfin, puisque & = xg, on trouve aussi
que limg+ h = 0.




Correction de ’exercice 4 A

1. Six— 0, alors —1 /x*> — —oo. Puisque limy_, ..exp(X) = 0, on en déduit par le théoréme de composition
des limites que lim,_,o f(x) = 0. Ainsi, on peut prolonger f par continuité en 0 en posant f(0) = 0.

2. Six — 07, le méme raisonnement s’appliquer et lim, o+ g(x) = 0. Mais si x — 0~ alors —1 /x — 0.
Puisque limy_, 4« exp(X) = o0, on en déduit que lim,_,(- g(x) = +oo. Ainsi, on ne peut pas prolonger g par
continuité en 0.

3. Par les théorémes généraux, & est continue sur R\{—1}. Par ailleurs, posant u = x+ 1, on a

lim A(x) = lim sin(u)In |u] = lim "% x uln|u| = 1 x 0 = 0.
x——1 u—0 u—0 U

Ainsi, on peut prolonger par continuité 7 en —1 en posant h(—1) = 0.

Correction de ’exercice 5 A

1. C’est un grand classique ! Observez le tracé de la fonction pour comprendre qu’il est impossible de la
prolonger par continuité en 0.

En effet, aussi prés que I’on veut de 0, la fonction va prendre les valeurs 0, 1 et —1. Précisément, on va
considérer les deux suites

- 1
- 2nm+m/2

U, = ——¢etvy,
Alors les suites (u,) et (v,) convergent vers 0. Cependant,
f(uy) =sin(2nw) =0
tandis que
fv,) =sin2nr+7m/2) = 1.

Ainsi, (f(u,)) converge vers 0 et (f(v,)) converge vers 1. f n’admet pas de limite en O et n’est donc pas
prolongeable par continuité en ce point.
2. Par les théorémes généraux, g est continue sur R*. De plus, on a

180x)] < [sin][sin(1/2)] < x| x 1 < Jx|.

Par le théoréme d’encadrement, lim,_,0g(x) = 0. On peut donc prolonger g par continuité en 0 en posant
2(0) = 0. Ici, la discontinuité de sin(1/x) en 0 est "mangée" par le facteur sin(x).

3. En remplagant sin par cos, le procédé précédent ne fonctionne plus puisque cos(0) # 0. On va prouver
qu’on ne peut pas prolonger £ par continuité en 0. Pour cela, on considere les deux suites

1 1
o T 2nm )2
Alors les suites (u,) et (v,) convergent vers 0. Cependant,
h(uy,) = cos(uy) cos(2nm) = cos(u,) — 1

tandis que
h(v,) = cos(v,)cos(2nm+ 7/2) = 0.

Ainsi, (h(uy,)) converge vers 1 et (h(v,)) converge vers 0 : h n’admet pas de limite en O et n’est donc pas
prolongeable par continuité en ce point.

Correction de I’exercice 6 A

Puisque Q et R\@Q sont denses dans R, on peut trouver pour chaque a € R une suite (u,) de Q et une suite
(vy) de R\Q telles que u, — a et v, — a. Mais, pour chaque n, on a f(u,) = 1 et f(v,) = 0. Les suites (f(u,))
et (f(vy)) ne convergent pas vers la méme limite alors que (u,) et (v,) convergent toutes les deux vers a. Ainsi,
f n’est pas continue en a.




Correction de I’exercice 7 A
1.3M >0,VA >0, Ix>A, f(x) <M.
2. On va appliquer la définition de limite avec € = ¢/2. Il existe donc A > 0 tel que, pour tout x > A, on a

L
—) < <.
NORES
On en déduit que
L L
< < Z
RS
ce qui implique
f)=5>0

Correction de I’exercice 8 A
On va prouver la continuité de f en revenant a la définition. Soit xy € I et € > 0. Posons 11 = €/k et soit
x € ltel que |x—xp| < 1. Alors

|f(x) = f(x0)| < klx—xo| <kn =€.

C’est bien que f est continue en xp. Remarquons que 1 ne dépend pas de xo. En réalité, on a démontré un petit
peu plus que la continuité de f sur [ : on a démontré sa continuité uniforme.

Correction de ’exercice 9 A
On va vérifier par la définition que |f| est continue en xy. Pour cela, soit € > 0. Puisque f est continue en
Xo, il existe 7 > 0 tel que, si |x —xo| < 1, alors | f(x) — f(xo)| < €. Mais, par I’inégalité triangulaire,

£ = £ (xo)]| < £ (x) — flx0)| < e

Ainsi, |f] est continue en xp. On aurait pu aussi utiliser que |f| = |-|o f, et utiliser le fait que la composée
de deux fonctions continues est continue. La réciproque est fausse. Considérons par exemple f définie par
f(x)=—1six<O0et f(x) =1six>0.Alors f n’est pas continue en 0. En revanche, |f| = 1 est une fonction
constante, et donc | f| est continue.

Correction de I’exercice 10 A
Il y (au moins) deux fagons de résoudre cet exercice. La premiere est d’utiliser un marteau. On a en effet

_ fte—|f—g
N 2

_fretlf-sl

inf(f,g) >

et sup(f,g)

Puisque f,g et |.| sont trois fonctions continues, il en est de méme de inf(f,g) et de sup(f,g). On peut aussi
procéder a la main (c’est plus instructif). Pour simplifier les notations, on pose 7 = inf(f,g). On xyp € R et on
va prouver que £ est continue en xg. Soit € > 0. On distingue 3 cas :
1. Si f(x0) < g(x0), on pose § = inf(e, (g(xo) — f(x0))/2). Puisque f est continue en xp, il existe n; > 0 tel
que
ol <M = |f()— flxo)| < 6.

Puisque g est continue en xy, il existe 17, > 0 tel que
X —xo| < M2 = [g(x) —g(x0)| < 6.
Posons 11 = min(7n;,n2) > 0. On a donc, pour |x —xg| < 7,

|f(x) = f(xo)| < & et |g(x) —g(xo)| < 8.



En particulier, pour tout x € [xg — 17,x0+ 1], on a

fx) < flxo)+6 < glxo) — 8 < g(x).

Ainsi, h(x) = f(x), et
Ih(x) — hlxo)] = 1£(3) — (o) | < S <.

Ceci prouve que 4 est continue en xg.
2.Si f(x0) > g(x0), on effectue le méme raisonnement en échangeant les roles joués par f et g.
3. Si g(x9) = f(x0), alors c’est presque plus simple. On sait qu’il existe 1 > 0 tel que, pour |x —xp| < 17, on

[f(x) = f(xo)| < & etfg(x) —glxo)| <€
soit,

[/ (x) = h(xo)| < € et glx) —h(xo)| <e.
Puisqu’on a toujours /(x) = f(x) ou h(x) = g(x), on trouve

|h(x) —h(xo)| < &

ce qui prouve la continuité de .

Correction de I’exercice 11 A
Soit 7' > 0 une période de f et xo € R. La suite (xo 4 n7') tend vers +oo. Puisque f admet une limite / en
+oo, la suite (f(xo+nT)) tend vers [. Or, par T-périodicité, on sait que

f(xo+nT) = f(xo) pour tout n > 1.

Par passage a la limite, on obtient f(xo) = [ et donc la fonction f est constante égale a /.

Correction de ’exercice 12 A

1. A est une partie de R non vide (puisque f est périodique) et minorée par 0. Elle admet donc une borne
inférieure.

2. Soit x # y tel que f(x) # f(y). Soit € = |f(y) — f(x)| > 0. Alors il existe d > 0 tel que pour tout z € R,
|y —z| < & entraine |f(y) — f(z)| < €. Supposons que T = 0. Alors il existe T € A tel que 0 < 7 < §. Mais alors,
il existe un entier n € Z tel que x+nt <y < x+ (n+1)7, et donc |[y — (x+n7)| < 8. On en déduit que

fO) == 1) = flx+nT)| <& =[f(y) = ()],

une contradiction. On a donc 7' > 0.

3. Fixons x € R et soit (7;) une suite d’éléments de A qui converge vers T. Puisque f(x+ 1) = f(x), la
continuité de f en x+ T entraine que f(x+ 7)) = f(x). Ainsi, T est bien une période de f, et par construction,
c’est la plus petite période de f.

Correction de I’exercice 13 A

1. Soit x € R. Il existe une suite de rationnels (u,) qui converge vers x. Le passage a la limite dans f(u,) <
g(u,) donne f(x) < g(x). Prenons f = 0 et g(x) = |x — v/2|. Alors g(x) > 0 = f(x) pour tout x # /2, en
particulier pour tout x € Q, et pourtant f(v/2) = g(v/2) = 0.

2. Soit x € R. 1l existe une suite de rationnels (u,) qui converge vers x. Le passage a la limite dans f(u,) <
g(u,) donne f(x) < g(x).

3. Prenons f = 0 et g(x) = |x—+/2|. Alors g(x) > 0 = f(x) pour tout x # /2, en particulier pour tout x € Q,
et pourtant f(v/2) = g(v/2) = 0.

4. Soient x < y. On peut trouver des rationnels a et b tels que x < a < b < y. Soit ensuite une suite de
rationnels (x,) qui converge vers x et (y,) une suite de rationnels qui converge vers y. Pour n assez grand, on
a x, < a, donc f(x,) < f(a) et par passage a la limite f(x) < f(a). De méme, on a f(b) < f(y). On obtient
I’inégalité stricte en écrivant

fx) < fla) <f(b) <f(y),



qui est vraie car a < b et a, b sont deux rationnels.

Correction de ’exercice 14 A

Soit x € R et (x,) la suite définie par x, = x/2". Alors x,, = 2x,,+1, et donc on a f(x,) = f(x,41). Ainsi, on
obtient que pour tout entier n, on a f(x,) = f(x). Or, la suite (x,) tend vers 0, et f est continue en 0. On en
déduit que f(x,) — f(0), et donc que f(x) = f(0). Comme x est arbitraire, f est bien constante égale a f(0).
Si f vérifie la relation f(ax+ b) = f(x), alors soit / la solution de al +b = [, soit [ = % (onaa##1).Sifest
continue en /, alors f va étre constante. En effet, la transformation x — ax + b est une homothétie de centre / et
de rapport a. On peut faire le méme travail avec cette homothétie qu’avec 1’homothétie x — 2x.

Correction de I’exercice 15 A
1.On a f(0) = 0. Ceci découle de f(0) = f(0+0) =2f(0) = f(0)=0.
2. Soit x € R. On applique la propriété vérifiée par f a x et a y = —x. Utilisant que f(0) = 0, on trouve

=f@)+f(=x) = f(=x) = —f(x).

3. On remarque d’abord que f(2x) = 2f(x), puis, par récurrence sur n, que f(nx) = nf(x). En effet, si la
propriété est vraie au rang n, alors on a

f((n+1)x) = f(nx+x) = f(nx) + f(x) = (n+ 1) f(x).

4. Soit n est un entier négatif. Alors —n est un entier positif et donc

f(=nx) = —nf(x).
Puisque f est impaire,
f(nx) = —f(—nx) = nf(x).

5. Soit maintenant r = p/q un rationnel. Pour calculer f(rx), I’astuce est d’écrire
P p
! <q X X> =qf (X>
q q

f <q . ’q’x> — flpr) = p ()

d’autre part. De la sorte, on a f(rx) = rf(x).

6. Posons a = f(1). Alors on vient de prouver que f(x) = xf(1) pour tout x € Q. Soit x € R et (x,) une
suite de rationnels tendant vers x. Le passage a la limite dans f(x,) = x,f(1) (licite car f est continue) donne
f(x) =xf(1). Comme une telle fonction vérifie I’équation fonctionnelle, on vient de prouver que les fonctions
continues vérifiant f(x+y) = f(x) + f(y) pour tous x,y € R sont exactement les fonctions linéaires.

d’une part et

Correction de I’exercice 16 A
1. On va procéder par récurrence. Pour n > 1 et x € R, on note &?(n) la propriété

X

P(n)="f(x)— f(x/2") :zi:k .

Initialisation : la propriété est vraie pour n = 1. En effet, il s’agit de la propriété vérifiée par f mais appliquée
en x/2. Hérédité : soit n > 1 tel que H(n) est vraie, et prouvons que &?(n+ 1) est vraie. Alors, appliquant la
propriété vérifiée par f avec x/2", on a

FG/2") = fr/2Y) = 2o




Or, on sait que
nx
n
fx) = f(x/2") Z %
En effectuant la somme de ces deux égalités, on trouve

n+1 X

? .

709~ F/2*) = ¥+ g =

™

Donc Z(n+ 1) est vraie. Conclusion : Par le principe de récurrence, Z?(n) est vraie pour tout entier n > 1. On
peut aussi éviter la récurrence en procédant par télescopage. En effet, pour tout x € R, pour tout n > 1 et pour

toutk € {1,...,n},ona X X x
7 (5) 1 () = o

On somme ensuite cette égalité pour k allant de 1 a n, et le terme de gauche se simplifie par télescopage.
2. On va procéder par analyse-synthese. Soit f une fonction vérifiant cette propriété. Alors, pour tout x € R
ettoutn >1,0na

- <3 1- n1+1 1
f(x>f(x/zn)zzzxkzxzzkzxzzl:x<12n>.

On fait alors tendre n vers +o0. D’une part, puisque f est continue en 0 et que x/2" — 0 si n — +o0, on sait que
f(x/2") tend vers f(0). D’autre part, 1 — % — 1 si x tend vers 0. On en déduit que pour tout x € R, on a

F(x) = £(0) = x.

Ainsi, si f est solution, il existe a € R tel que f(x) = x+ a. Réciproquement, on vérifie trés facilement qu’une
fonction f définie par f(x) = x+a, avec a € R, est solution du probleme.

Correction de I’exercice 17 A

La fonction f est dérivable sur R et sa dérivée est f'(x) = 3x> — 6x = 3x(x —2). On en déduit le tableau de
variations suivant :

On peut alors amorcer la discussion suivant les valeurs de a :

Sia > —1, puisque f(x) < —1 si x €] —o0,2], il n’y a pas de solutions a ’équation f(x) = a dans cet
intervalle. D’autre part, f est continue strictement croissante sur |2,+oo[, et a €] f(2),lim e f[=] — 5, 4o0[. Il
y a donc une solution unique dans I’intervalle |2, 4-oo[ & I’équation f(x) = a, et donc aussi une solution unique
sur R. Si a = —1, on fait le méme raisonnement, en remarquant qu’il n’y a pas de solutions dans | — e, 0[ ni
dans ]0,2[. En revanche, on a aussi f(0) = —1. L’équation f(x) = —1 admet donc 2 solutions. Sia €] —5,—1],
alors par le méme argument que précédemment (stricte monotonie et valeur ou limite aux bornes), on constate
que I’équation f(x) = a admet une solution unique sur chacun des intervalles | — oo, 0[, ]0,2[ et |2, 4oo[. Il
y a donc trois solutions a I’équation f(x) = a sur R. Si a < —5, alors il ne peut pas y avoir de solutions
dans I’intervalle [0,4-co[ et puisque f est strictement croissante, continue sur | — oo, 0] avec lim_o, f = —oo et
f(0) = —1, I’équation f(x) = a admet une solution unique dans | — oo, 0. Enfin, si @ = —5, on trouve deux
solutions, I'une dans | — e, 0], et aussi 2.

Correction de I’exercice 18 A

Posons f(x) = x> +x? —4x+ 1. Remarquons que f(0) =1 > 0etque f(1) = —1 < 0. De plus, lim_, f = —oo
et lim, . f = +o0. On va donc appliquer trois fois le théoreme des valeurs intermédiaires :

Onao0 € f(] —o0,0]), et donc par le théoreme des valeurs intermédiaires appliqué a la fonction continue f,
il existe x; €] —o0,0[ tel que f(x;) =0.O0n a0 € f(]0, 1]), et donc par le théoreme des valeurs intermédiaires
appliqué a f, il existe x» €]0, 1] tel que f(x2) =0. On a 0 € f(]1,4-oo[), et donc par le théoréme des valeurs
intermédiaires appliqué a f, il existe x3 €]1,+oo[ tel que f(x3) =0

Puisque x; < 0 < x2 < 1 < x3, on a bien trouvé trois racines distinctes a 1I’équation. En fait, comme on a
affaire a un polyndme de degré 3, il ne peut pas avoir plus de 3 racines, et on a trouvé toutes ses racines. On va




maintenant encadrer ces racines. Pour cela on va utiliser la méthode de dichotomie. Commencgons par x;, dont
on sait déja qu’elle est comprise entre 0 et 1. On calcule successivement les valeurs suivantes

x f(x)

0,5 —0,625
0,25 0,078125
0,375 | —0,306640625

0,3125 | —0,121826172

On en déduit que 0,25 < x, < 0,3125. Pour x3, on commence par remarquer que f(1) = —1 <0< f(2) =5.
x3 est donc localisé dans Iintervalle [1,2]. La méthode de dichotomie donne cette fois :

x f(x)
1,5 0,625
1,25 | —0,484375

1,375 | —0,009765625
1,4375 | 0,286865234

On en déduit que 1,375 < x3 < 1,4375. Maintenant, pour x, il faut d’abord tatonner un encadrement grossier.
Ona f(—2)=5>0> f(—3) = —5. On applique donc la méthode de dichotomie entre —2 et —3. On trouve

x f(x)
-2,5 1,625
—2,75 | —1,234375

—2,625 | 0,302734375
—2,6875 | —0,438232422

On en déduit que —2,6875 < x; < —2,625.

Correction de ’exercice 19 A

Dans toute la suite, on va poser f(x) = In(x) — ax, définie pour x > 0. Chercher une solution de (E,), c’est
chercher un zéro de f. Remarquons d’abord que la fonction f est continue sur |0, +oo[ et que lim,_,o+ f(x) =
—oo. De plus, f est dérivable sur |0, +oo[ et pour tout x > 0, on a

Fo) =1 a

X
Ona f'(x) =0 <= x=1/a.Sia <0, lafonction f est strictement croissante sur |0, +oo|. Si @ > 0, la fonction
f est strictement croissante sur |0, 1 /a] et strictement décroissante sur |1 /a, 4.

1. Si a <0, alors la fonction f est strictement croissante sur ]0,+oo[ et de plus limy_; o f(x) = +oo (ce
n’est pas une forme indéterminée). La fonction f réalise donc une bijection de |0, +oo[ sur R, et I’équation
f(x) = 0 admet une unique solution dans |0, +eo[. On peut méme préciser I’emplacement de ce zéro. En effet,
f(1)=—a>0,etdonc 0 €|lim,_,o+ f(x), f(1)]. On en déduit que la solution a (E,) est dans I’intervalle |0, 1].

2.Sia>0,on alimy, . f(x) = —oo par croissance comparée de la fonction logarithme et des fonctions
puissance. On a donc le tableau de variations suivant pour la fonction f :

Supposons maintenant a €]0, 1 /e[. Par continuité et stricte monotonie, f réalise une bijection de ]0,1/a]

sur | —oo, f(1/a)] =] —eo,In(1/a) — 1] et de [1/a,+oo[ sur | —eo;In(1/a) — 1]. Puisque a < 1 /e, In(1/a) > 1 et
on trouve bien deux solutions a I’équation f(x) = 0 : I’une dans I’intervalle |0, 1 /a[ et I’autre dans I’intervalle
[1/a,+oo].

3. Sia=1/e, alors f admet un maximum en e qui vaut 0. La fonction étant strictement croissante sur
10,1/e] et strictement décroissante sur |1 /e, +oo[, I’équation (E,) admet pour unique solution e.

4. Si a > 1/e, alors f admet un maximum en 1/a et f(1/a) = —In(a) — 1 < 0. Ainsi, 1’équation (E,)
n’admet pas de solutions.

Correction de ’exercice 20 A




Posons, pour x > 0, f(x) = cosx— 1. Alors f est continue sur |0,+co[. Soit k > 1 un entier. Alors on a

1
2km)=1———2>0
f(2k) 2km —

alors que

! <0
2km+m —
Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un réel x; dans intervalle [2k7, 2k + 7] tel que f(xz) = 0.
On a clairement x; < 2(k+ 1) < x;1. Ainsi, les réels x; sont deux a deux disjoints et I’équation admet une
infinité de solutions.

fkm+m)=—1—

Correction de I’exercice 21 A

1. On calcule la dérivée de g. On trouve g’(x) = 6x* — 6x = 6x(x — 1). Ainsi, on a g'(x) < 0 sur ]0; 1] et
g'(x) > 0 sur | —e0;0[U]1; +oo[. On sait aussi que

S 80 = lim 2= e, lin glx) = Jp 207 = e

On en déduit le tableau de variations suivant pour g :

2. La fonction g est croissante sur | —eo; 0] et donc pour tout x €] —oo;0], on a g(x) < g(0) = —1. La fonction
g est décroissante sur I’intervalle [0; 1] et donc pour tout x € [0; 1], on a g(x) < g(0) = —1. Enfin, la fonction g est
continue et strictement croissante sur [1;+oo[. Puisque g(1) = —2 et lim,_, ;o g(x) = +o0 et que 0 € [—2; oo,

I’équation g(x) = 0 admet une unique solution ¢ dans [1;+oo[. Comme elle n’a pas de solutions dans | —eo; —2],
c’est la seule solution dans R tout entier. Notons la ¢. Du fait que g(2) = 3 > 0 alors que g(1) < 0, on sait que
a € [1;2]. On en trouve une valeur approchée par exemple par balayage. On trouve o ~ 1,7, 2 10! pres.

3. D’apres I’étude précédente (et le tableau de variations), on a g(x) < Osix < aetg(x) >0six> a.

4. Remarquons d’abord que le dénominateur s’annule uniquement en —1. La fonction f est bien définie et
dérivable sur | — 1;+oo[ et sa dérivée vérifie

£ ) = —(+1) = (1—x)(3x?) _ 23 —3x2—1 _ g(x)
(3 +1)? (x3 +1)? (I+x3)2

5. Ainsi, f’ est du méme signe que g et f est décroissante sur | — 1; o], puis croissante sur [of; +oo|.

Correction de I’exercice 22 A

Notons f la fonction qui représente la distance parcourue par le cycliste en fonction du temps (exprimé en
minutes). f est une fonction continue, f(0) = 0 et f(60) = 30. On veut prouver qu’il existe un intervalle de
temps de 10 minutes tel que le cycliste a parcouru 5 km. Autrement dit, on veut trouver x dans [0,50] tel que
f(x+10) — f(x) = 5. Supposons qu’un tel x n’existe pas. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, on sait
alors que :

ou bien, pour tout x € [0,50], ona f(x+10) — f(x) > 5. ou bien, pour tout x € [0,50], on a f(x+10) — f(x) <

5.
Dans le premier cas, on a

f(60) = f(60)— f(50) + £(50) — £(40) + f£(40) — £(30) + £(30) — £(20) + £(20) — £(10) + £(10) — £(0)
> 6x%x5
> 30.

ce qui est une contradiction. Dans le second cas, on trouverait f(60) < 30, ce qui constitue également une
contradiction. L’hypothese formulée est donc fausse : il existe x € [0,50] tel que f(x+ 10) — f(x) = 5. Dans un
intervalle de 40 minutes, cela devient faux. Supposons par exemple que le cycliste parcourt 15 kms pendant les
10 premieres minutes, se repose pendant 40 minutes, puis parcourt les 15 derniers kilometres pendant les 10
dernieres minutes. Alors, si on prend un intervalle de temps de 40 minutes :

ou bien il contient une partie des 10 premieres minutes, mais alors il ne comprend aucune partie des 10
derniéres minutes, et dans ce cas la distance parcourue est inférieure a2 15km. ou bien il contient une partie



des 10 dernieres minutes, mais alors il ne comprend aucune partie des 10 premieres minutes, et dans ce cas la
distance parcourue est inférieure a 15km. ou bien c’est I’intervalle "central", et dans ce cas la distance parcourue
est nulle.

Dans tous les cas, on ne peut pas trouver d’intervalle de temps de 40 minutes durant lequel il aura parcouru
20km.

Correction de I’exercice 23 A
1. Pour prouver que f n’est pas continue en 0, il suffit de trouver une suite (u,) qui converge vers 0, mais
telle que (f(u,)) ne converge pas vers f(0) = 0. Ici, u, = convient, puisque f(u,) = 1 pour tout entier

n. Question bonus : si on n’avait pas posé f(0) = 0, sauriez-vous prouver que f ne peut pas se prolonger par
continuité en 07

2. Si a # 0, on peut directement appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires a f qui est continue sur
[a,b]. Sia=0,soitn > 1tel que - < b. Posons d = 1 /nm. Alors f(d) = 0= f(0), et cette fois on peut appliquer
le théoréme des valeurs intermédiaires sur I'intervalle [d,b] pour démontrer que toute valeurs comprise entre
0= f(a) = f(d) et f(b) est prise par f.

3. Si a # 0, on peut directement appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires a f qui est continue sur
la,b].

4.Sia=0,soitn > 1 tel que -- < b. Posons d = 1/n7. Alors f(d) = 0= f(0), et cette fois on peut appliquer
le théoréme des valeurs intermédiaires sur I’intervalle [d,b] pour démontrer que toute valeurs comprise entre

0= f(a) = f(d) et f(b) est prise par f.

Correction de I’exercice 24 A

Soit f un tel polyndme. Alors f est une fonction continue. De plus, écrivons f(x) = a,x" + - - - +ap. Alors
sia, >0,0nalim_.f=—cetlim;ef = —+oo. Si a, <0, alors lim_. f = +oo et lim . f = —co. Dans tous
les cas, on peut appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires pour conclure que I’équation f(x) = 0 admet
toujours au moins une solution.

Correction de I’exercice 25 A
Ce que donne immédiatement I’énoncé est

VxeR, f(x)=1ou f(x)=—1.

On veut prouver que
(Vx€R, f(x)=1) ou (VxeR, f(x)=—1).

Ce n’est pas la méme chose : pensons a la fonction identiquement égale & —1 sur | — o0, 0] et égale a 1 sur
[0, +oo[. Supposons donc que la deuxieme propriété est fausse. Il existe donc xp € R tel que f(xp) =1 et il
existe x; € R tel que f(x;) = —1. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe y tel que f(y) = 0. Ceci
contredit que (f(y))? = 1. Donc la deuxiéme propriété est vraie.

Correction de I’exercice 26 A

On va démontrer qu’elle est constante en faisant un raisonnement par I’absurde et en utilisant le théoréme
des valeurs intermédiaires. Supposons en effet qu’il existe a < b dans [ tel que f(a) # f(b). Par le théoréme
des valeurs intermédiaires, toute valeur de [f(a), f(b)] (ou [f(b),f(a)] si f(b) < f(a)) est prise par f dans
[a,b]. Comme cet intervalle contient un nombre infini de points, on obtient une contradiction. Donc, pour tous
a,bel, ona f(a) = f(b). Autrement dit, f est constante.

Correction de I’exercice 27 A

Le réel ﬁf(a) + ﬁf(b) est clairement un réel de Uintervalle [f(a), f(b)] (ou [f(b), f(a)] si f(b) <

f(a)), puisqu’il s’écrit A f(a) + (1 —A)f(b), avec A € [0,1] qui est égal a ﬁ. Puisque la fonction f est
continue, par le théoréme des valeurs intermédiaires, on peut trouver ¢ € [a, b] tel que

_ Py 4
£le) =L fla)+ L fo).



Multipliant par p + g, c’est exactement le résultat voulu.

Correction de ’exercice 28 A
Posons g(x) = f(x) —x. g est une fonction continue. Puisque f(0) >0et f(1) <1,onag(0)>0etg(1) <O0.
Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [0, 1] tel que g(c¢) = 0. En particulier, f(c) = c.

Correction de ’exercice 29 A

1. L’existence d’une solution vient du théoreme des valeurs intermédiaires appliquée a la fonction continue
f sur I'intervalle [a,b[, I’unicité vient de la stricte croissance de f.

2.Soitn € N.Ona f(x,) =n <n+1= f(x,41). Puisque f est croissante, ceci entraine que x, < x4, et
donc que (x,) est croissante.

3. La suite (x,) est croissante, et majorée par b. Elle est donc convergente. Notons ¢ sa limite, ¢ € [a,b]. Si
¢ < b, alors puisque (x,) est croissante, on a pour tout entier n, x, < ¢. Puisque f est croissante, on a de plus
n= f(x,) < f(£). Ceci est une contradiction (le membre de gauche tend vers oo si n tend vers -+0). On en
déduit que £ = b.

Correction de ’exercice 30 A

1. On va procéder par récurrence sur n. Pour n > 0, notons &, la propriété " f (u,) = u,". Initialisation : Par
définition, ug = s est un point fixe de f, donc Zy est vraie. Hérédité : Soit n € N tel que &2, est vraie. Alors on
a

f(un+1) = fog(un) = gof(”n) = g(”n) = Up+1-
Donc &2, est vraie. Conclusion : Par le principe de récurrence, la propriété &, est vraie pour tout entier
n>0.

2. La suite (u,) est convergente, puisqu’elle est monotone et bornée. Notons ¢ sa limite. Alors on a, par
continuité de g en ¢, g(c) = c¢. De plus, on sait que f(u,) = u,. Puisque f est continue en ¢, on a f(c) =c = g(c).

3. Puisque la suite (u,) n’est pas monotone, il existe deux entiers distincts n et m tels que w1 —u, < 0 et
Umt1 — Uy > 0. On en déduit que

(un - un+1)(”m - Mm+l) <0.
Mais,
U —tpy1 = f(n) — g(un) = (f — 8)(un)
et
U — U1 = f(m) — 8(um) = (f — &) (Um)-
On en déduit le résultat en posant u = u, et v = u,,. Il suffit d’appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires
a la fonction f — g entre u et v pour en déduire qu’elle s’annule en ¢ € [0, 1], ¢’est-a-dire que f(c) = g(c).
4. Puisque la suite (u,) n’est pas monotone, il existe deux entiers distincts n et m tels que u, 1 —u, <0 et
Upm+1 — Uy > 0. On en déduit que
(un - MnJrl)(um - um+l) <0.
Mais,
U — Uni1 = f(un) — g(un) = (f — &) (un)
et
U — U1 = f(m) — 8(tm) = (f — &) (Um)-
On en déduit le résultat en posant u = u,, et v = uy,.

5. 11 suffit d’appliquer le théoreme des valeurs intermédiaires a la fonction f — g entre u et v pour en déduire
qu’elle s’annule en ¢ € [0, 1], c’est-a-dire que f(c) = g(c).

Correction de I’exercice 31 A
Soit ¢ un réel quelconque intervalle de I’intervalle |a, b[. Soit d,, une suite de I’intervalle qui tend vers ¢ par
valeur supérieure. D’aprés 1’hypothese, il existe ¢ < e, < d, tel que f(e,) = f(a) ou f(e,) = f(b). Maintenant,




par le théoréme des gendarmes, on constate que e, tend vers ¢, et par continuité de f en ¢, f(e,) tend vers
f(c). Ainsi, on a obligatoirement f(c) = f(a) ou f(c) = f(b). Ainsi, f ne peut prendre que deux valeurs : f(a)
et f(b). Or, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, une fonction continue qui ne peut prendre qu’un
nombre fini de valeurs est constante. Donc f est constante.

Correction de I’exercice 32 A

On distingue deux cas. D’une part, si f(0) = 0, alors O est un point fixe de f. Dans le cas ot f(0) # 0,
posons g(x) = @ g est définie, continue sur |0, 40| et limy+ g = +o0. D’autre part, lim g =1 < 1. Par le
théoréme des valeurs intermédiaires, il existe a €]0, +oo[ tel que g(a) = 1. Mais alors, on a f(a) = a et a est un

point fixe de f.

Correction de I’exercice 33 A

Supposons par ’absurde que f est injective. Soit ¢ < d. Alors f(c) # f(d). Pour fixer les idées, on va
supposer que f(c¢) < f(d). Alors

d’une part, pour tout x > d, on a f(x) > f(d). Si ce n’était pas le cas, il existerait xo > d avec f(xo) < f(d).
Considérons y tel que y > max(f(c), f(x0)) et y < f(d). Par le théoréme des valeurs intermédiaires appliqué
entre d et xo, il existe x; €]d,xo[ tel que y = f(x;). De méme, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires
appliqué a f entre c et d, il existe xy €]c,d] tel que f(xz) = y. Mais alors x; < d < xz et f(x1) = f(x2). Ceci
contredit que f est injective. d’autre part, pour tout x < ¢, on a f(x) < f(c), en utilisant un raisonnement tout a
fait similaire.

Mais alors, on a limy_, . f(x) > f(d) et limy_o f(x) < f(c). Puisque f(c) < f(d), ceci contredit que
lim . f =lim_. f. L’hypothese de départ était donc fausse, et f n’est pas injective.

Correction de ’exercice 34 A
1. On considere la fonction f,, définie sur [0, 1 — 1/n] par

o) =1 (43 ) = 1l

On écrit alors que
n—1 k
0=)-r0 = L5 (%).
k=0

Le point clé est de remarquer que tous les f,(k/n) ne peuvent pas étre tous strictement positifs ou tous stricte-
ment négatifs. Mais alors, on peut trouver un entier k dans {0,...,n—2} tel que f,(k/n) <Oet f,((k+1)/n) >
0, ou bien f,(k/n) > 0 et f,((k+1)/n) <0 (seriez-vous capable de démontrer cela formellement ?). Il suffit
alors d’appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires a f,, entre les points k/n et (k+ 1) /n.

2. C’est nettement plus facile, car on nous donne la fonction. On remarque d’abord que f(0) = f(1) = 1.
Par ailleurs, s’il existait x € [0, 1 — a] avec f(x) = f(x+ o), on obtiendrait aprés simplifications :

(%)
cos| — | =1.
o

Ceci n’est pas possible si 1 /o n’est pas un entier.

Correction de I’exercice 35 A
On commence par considérer c et d des réels tels que f(c) = a et f(d) = . On peut supposer ¢ < d. Posons

A={x<d: f(x) <a}
B={x>a: f(x) = B}.

Alors A est non vide (il contient c), majorée (par d), donc il posséde une borne supérieure que nous allons noter
a. De plus, il existe une suite (x,) d’éléments de A tels que (x,) converge vers a. Puisque f(x,) < a, on en



déduit par continuité de f en a que f(a) < a. De la méme fagon, B admet une borne inférieure, notée b, qui
vérifie f(b) > B et a < b. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, on sait que [¢t, B] C f([a,b]). Le choix
spécifique de a et de b va nous prouver I’inclusion réciproque. En effet, si x €]a,d], alors f(x) > o. De méme,
six € [c,b], f(x) < B. Ainsi, si x €]a,b[, on a f(x) €], B]. Par passage a la limite (mais en approchant cette
fois a par valeur supérieure), on a enfin f(a) = o et f(b) = B, ce qui achéve de prouver I’inclusion réciproque.

Correction de ’exercice 36 A

1. Posons u = x>. Quand x tend vers +oo ou vers —oo, u tend vers +oo. De plus, on a alors f(x) =

2 “ =10 et que lim,_;ue * =0, et donc

u?e™" + 3ue™". Par croissance comparée, on sait que lim,_, o u?e”
par composition des limites
lim f(x)= lim f(x)=0.

X—>+-00 X—>—00

2. 1l s’agit ici simplement d’écrire la définition de la limite en oo, appliquée pour € = 1.

3. Il s’agit ici simplement d’écrire la définition de la limite en —oo, appliquée pour € = 1.

4. On sait que f est continue. Ainsi, f est bornée sur le segment [B,A] : il existe un réel M > 0 tel que
| f(x)| < M pour tout x € [B,A]. En posant C le maximum de 1 et de M, on pour tout x € R, |f(x)| < C et donc
f est bornée sur R. En réalité, cette méthode prouve le résultat général suivant : si f est une fonction continue
sur R admettant une limite finie en +oo et en —oo, alors f est bornée sur R.

Correction de I’exercice 37 A

Tout dépend du théoréme suivant : une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.

1. Soit h = f — g. Alors h est continue et strictement positive sur [a, b]. Il existe un point ¢ € [a,b] tel que
h(c) < h(x) pour tout x € [a,b]. Mais alors, h(c) > 0 et

f(x) —g(x) = h(c)

pour tout x € [a,b]. On obtient le résultat avec & = h(c).
2. On reprend le méme raisonnement avec h = f/g. Alors h est continue sur [a,b] et h(x) > 1 pour tout
X € [a,b]. Soit ¢ € [a,b] tel que

h(c) < h(x)

pour tout x € [a,b]. Alors h(c) > 1 et % > h(c) pour tout x € [a,b]. On obtient le résultat en posant k = h(c).
3. Non ! Par exemple, pour le premier cas, il suffit de considérer une fonction strictement positive qui admet

une limite nulle en +oo, par exemple exp(—x).

Correction de I’exercice 38 A

Soit a = lim f. Appliquons la définition de la limite pour € = 1. Il existe A > 0 tel que, pour tout x > A,
ona |f(x) —a| < 1. En particulier, pour x € [A,4eo[,0on a | f(x)| < |a|+ 1. De plus, f est continue sur le segment
[0,A]. Elle y est bornée. Soit M tel que | f(x)| < My pour tout x € [0,A]. Alors, en posant M = max (Mo, |a| + 1),
on a |f(x)| <M pour tout x € [0, +o9].

Correction de I’exercice 39 A

Le résultat qui va nous fournir I’existence du minimum est le fait que toute fonction continue sur un segment
y admet un minimum. C’est le fait que f admet des limites en oo valant +co qui va nous permettre de nous
ramener a un segment. Pour cela, on commence par traduire avec des quantificateurs les propriétés lim_.. f =
lim e f = oo

VAGR, M, >0, V)CZM], f(x) > A.
VAeR, IM, <0, Vx < M, f(x) > A.

On espere alors appliquer le théoréme précédent dans I’intervalle [M,M;]. Il y a encore deux problemes a
régler, qui ne sont pas indépendants. Il reste alors a donner une valeur a A qui assure que le minimum de f est
bien atteint dans [M,,M;]. Choisissons par exemple A = f(0). Pour cette valeur de A, la définition de la limite



donne des réels M| et M,. La fonction f est continue sur [M>,M;]. Il existe donc xy € [M,,M;] tel que, pour
tout x € [Mp,M,], on a f(x) > f(xo). En particulier, 0 € [M,M;] et donc f(0) > f(xp). D autre part, si x > M,
ousix <M, ona f(x) >A= f(0) > f(xp). Ainsi, f atteint bien son minimum sur R en xo.

Correction de ’exercice 40 A

1. On raisonne par 1’absurde et on suppose que 0 admet un nombre fini d’antécédents. Notons A le plus grand
de ces antécédents. Alors 0 n’est pas dans 1’image de JA, +eo[ par f. Par le théoréme des valeurs intermédiaires,
ceci entraine que f(]A,+oo[) C]0,4oo[ ou f(JA,+oo[) C] —o0,0[. Supposons par exemple que f(]JA,+eo]) C
]0,+o0[. On sait aussi d’autre part que I’image du segment [0,A] par f est un segment [m, M]. Mais ainsi, on a
prouvé que f(Ry) C [m,M]U]0,+oo]. Cet ensemble ne peut pas étre égal a R (on ne s’approche jamais de —eo)
et donc ceci contredit que f est surjective.

2. Fixons y € R. On se raméne a la question précédente en posant g(x) = f(x) — y qui reste surjective.

Correction de I’exercice 41 A

Soit xp € R,.. On va supposer que xo > 0 mais le cas xo = O se traiterait de la méme fagon. Soit aussi € > 0.
On va montrer que F est continue en xp en séparant deux cas :

1. soit F(xp) = f(xo) (autrement dit, f atteint son maximum sur ’intervalle [0,x0] en xp). Alors, par conti-
nuité de f en xo, il existe > 0 tel que [x —xo| <N = |f(x) — f(x0)| < €. Soit x € R tel que |x —xo| < 7.

si x < xp, alors on a F(x) < F(xg) et aussi

F(x) > £(x) > f(x0) & > F(xo) €.
si x > xo, alors on a F(x) > F(xg). De plus, siy € [0,x0], ona f(y) < F(xo) etsiy € [xo,x] C [x0,x0+ 7], ona

fO) < f(xo) +€=F(x) +&.

On en déduit que

F(x)= sup f(y) < F(xo)+e.
y€[0,x]

Dans les deux cas, on a démontré que
F(xo)—€ <F(x)<F(xo)+€

ce qui prouve la continuité de F en xy.
2. six < xg, alors on a F(x) < F(xp) et aussi

F(x) > f(x) > fxo) — € > F(xo) — £.

3.six > xo, alors on a F(x) > F(xp). De plus, siy € [0,x0], ona f(y) < F(xo) etsiy € [xo,x] C [x0,x0+7N],
ona
f) < flxo) +€=F(xo)+e.

On en déduit que

F(x)= sup f(y) <F(xo)+e.
y€[0,x]

4. soit f(xp) < F(xo). Alors on pose & = F(xg) — f(xo). La continuité de f en xo nous donne I’existence de
n > 0 tel que
k—xo| <N = [f(x) = f(x)| < 8.

Remarquons que, pour tout y € [xo — 1,x0+N], on a
f) < f(x0)+ 6 < F(xo).
En particulier, on a F (xo) = f(x1) pour x; € [0,xo — 1], et on obtient que, pour tout x € [xo — 1,x0 + N},

F(x) =F(xp).



Ceci acheve la preuve de la continuité de F'.

Correction de ’exercice 42 A
Soity = f(x) € R. Alors, f(—x) = —y, et donc

=) =—x==f"().

C’est bien que f~! est impaire. En revanche, une fonction paire n’est jamais bijective (car elle n’est pas injec-
tive).

Correction de I’exercice 43 A

1. Soit x € R. Du fait que C est symétrique par rapport a la premiere bissectrice, il existe a € R tel que
(f(x).%) = (a, f(a)). Mais alors, £(f(x) = f(a) =x.

2. Supposons f croissante. Puisque la courbe représentative de f n’est pas la premiere bissectrice, il existe
a € Ravec f(a) #a.Si f(a) > a, alors fo f(a) > f(a) > a, ce qui contredit la question précédente. De méme,
si f(a) <a,alors fo f(a) < f(a) < a. Uhypothese émise est donc absurde.

3. f est injective. En effet, si f(a) = f(b), alors a = f(f(a)) = f(f(b)) = b. Mais une fonction injective
continue est nécessairement strictement monotone. Comme d’apres la question précédente f ne peut pas étre
croissante, elle est nécessairement strictement décroissante.

4. Bien sr, il faut choisir une fonction qui n’est pas continue en 0. La fonction f(x) = % six #0, et
f(0) =0, convient. Cette fonction, qui est décroissante sur |0, +oo[ ou sur | — o, 0[, n’est pas décroissante sur R
tout entier.
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